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1.ま え が き
近年 デジタル計算機の発達に伴い,マ トリックス法あるいは有限要素法が急速に発展 し,複
雑な構造物の変位や応力の解析が日常的な仕事となってきた。 しか しなが ら,このマ トリック





に合わせてスケール ・ファクタを選ばねばならないとい う欠点はあるが,線 形のみならず非線
形微分方程式を簡単に解 くことができ,ま た現象がペン書きレコーダやシンクロスコープなど
に波形の形で表わされるので,振動 ・衝撃問題の解析にはかな り用 いられてきた。
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連続系 シ ミュレーシ ョン言語(ContinuousSystemSimulationLanguage)は,この よ うな
アナ ログ計 算機 の使いやす さとデジタル計算機 の高 い精度 を同時に満足 させ るよ うに開発 され





本研究 は,横 断面 が変化 す る片持 は りお よび単純支持 は りが種 々の荷重を うけた ときの微 小
たわ み並 びに大たわみを,連 続系 シ ミュレーシ ョン言語を用 いたデジ タル ・シ ミュ レーシ ョン



















図1に 示す ように,n区 間か ら成 る片持は りを考 え る。 ここで一つ の区間は,そ の区間内で
曲げモ ーメ ン トの式が 同 じで,し か も曲げ剛性が急激 に変化 しない範 囲である。任意 の区間 」







/4X=0,y・=Oで あ る。 し た が っ
て,X・=Otltおけ る これ らの値を初期
値 として,-M、/EI、をXに 関 して
1回積分 すれ ば区間1の 任意 の点にお
け るたわ み角dY/dXが 求 ま り,も う
一度積 分する とたわ みYが 求 まる。
つ ぎに,X・=L、におけ るdY/dXと
Yの 値(そ れ ぞ れYD1,Y1と す
る)を 初期値 としてを －M2/El2を積
分 して行 けば,区 間2に おけ るたわ み
角 とたわみが 求ま り,同 様 に区間 ηま
で進めて行 くと,は りの先端Bに お
け るたわみ角 とたわみを求め ることが
できる。 この手順をアナ ロ グ計算機演
算の際 に用い るよ う'なブロ ック線図で
































つぎに,せ ん断力の影響を考慮 した場合を考える。任意の区間」におけるは りの横断面積を
A5,せん断力をQj,このせん断力によるたわみをVと す ると,たわみ曲線の微分方程式は
芸 一 畿 .(・)
ここで,Gは は りの横弾性係数,kは 横断面の形状によって定まる定数である。 この積分を行
なうときの初期条件は 」-1区間のX=L」 におけるVの 値であ り,境界条件はX=0に お
いてV=Oで ある。曲げモーメン トによるたわみの場合 と同様に上式を積分 してVの 値を求
め,上 で求めたYの 値に加えれば,せ ん断力を考慮 したときのは りのたわみが求まる。 しか
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圃 プ ログラム文 が どの ような順序 に書かれ ていて も,計 算機が正 しい計 算順序 に並 びかえ
て実行す る機能(Sorting機能)を 備 えている。
(iv)FORTRAN文お よびFORTRAN関 数を併用 で きる。
(v)計算結果 が表 形式並びに グラフ形式で出力 され る。
したが って,ADSL/Xは アナ ログ計算機演算 の場合 と同様 に,微 分 方程式や ブ ロック 線図の
形 か ら簡単 に プログラム化がで きる言 語であ る。.
ADSL/Xに ょるプ ログラムの うちで,こ の ブロック線 図を記述す る部分を構造文 と い う。
一般 に,構 造文は シ ミュレーシ ョンの開始時 に1回 だけ初期値 や定数 を計算す るイ ニシアル ・
セ グメン ト,シ ミュレーシ ョン ・モデルの記述を行 な うダイナ ミック ・セ グメン トお よび シ ミ
ュ レーシ ョン終 了時 に1回 だけパ ラメータの修正 などの後処理 を行 な うター ミナル ・セ グ メン
トか ら成 る。 各セ グメン トの境界はINITIAL文,DYNAMIC文,TERMINAL文 お よび
END文 に よって示 され るが,イ ニシアル とター ミナルのセ グメン トは必要がなけれぽ省 略 し
て もよい。 また各セ グメン トは,一 般 に ソー ト・セ クシ ョン(計 算機が計算順序を正 しく順 序
づけ る部分)と ノーソー ト・セ クシ ョン(順 序づけが行なわれ ない部分)か ら成 るが,そ の開
始を示す .SORT文あ るいはNOSORT文 が省略 され た ときは,イ ニシアル とダイ ナ ミック
の両セ グメン トは ソー ト・セ クシ ョン,タ ー ミナル ・セ グメン トは ノー ソー ト・セ クシ ョンと
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つぎに,図2の ブロック線図の うち,区 間2の 部
分を図2の()内 に示 した変数名を用いてADSLYDD9.M2!(E骨12)
/・でプ・グ・・す・と・図・の・う・な・・ 図・1:;∴0;1鵠1{61DD》
において,1行 目は 図3の ④ の部分,2行 目は⑤ の
部分に相当 し,3行 目は⑥ の部分 に相 当す る。 しか 図5区 間2に 対する構造文






区間2で も使用できる。すなわち,図3の ⑤ およびY
⑥の部分は全区間を通 して,それぞれyD=INTGR図6









2.3.二つの集中荷重 を うける段付 き片持 は りの微小 たわみ
片持は りの微小 たわ み問題 の一例 と して,図6に 示 す よ うな二つの集 中荷 重を うけ る段 付 き
片持は りのたわみ 曲線 を考 え る。 区間1,2に おけ る断面の形状を,そ れ ぞれ直径D、,D,の
中実 円 と考え ると
1,=πD14/64,1,ニπD24/64
ここで,Lニ50cm,L,・=30cm,D,=1cm,D2=0.8cm,E=2.1×106kg/cm2,F,=3kgお


























図7に おいて,1行 目は タイ トル を 印字 させ るため の出力制御文(TITLE文),2行 目は
ADSL/Xの システム変数(自 変数)TIMEを この場合の積分変数Xに 変更す るため の翻 訳
制御文(RENAME文),3,4行 目は データ文 の一つ であ るCONSTANT(略 してCONST)
文 であ り,5行 目は積分間隔(DELT),積 分終 了値(FINTIM)お よび ア ウ トプ ッ ト出力 の
間隔(OUTDEL)を 与 え る実行制 御文(TIMER文)で ある。 また,6行 目は積分 方法(こ
の場 合はステ ィフ法)を 指定す る実行制御文(METHOD文)で あ る。7～17行 目が この場 合
の構造文 であ り,こ の構造文は 図2の ブロック線 図 と図3の 流れ図お よび 図4の 一般的構成 の
順序に したが って書 かれ てい る(た だ し,タ ー ミナル ・セ グメン トは省略 されてい る)*。18行
目のLABEL文 に よって 出力ペ ージの最初 にタイ トルが 印字 され,計 算結果は19行目のア ウ
トプ ッ ト出力を指定す る出力制御 文(OUTPUT文)に よって表 形式 とグラフ形式 の両方 で出
力 され る。21,22行目は終 了に関す る翻 訳制御文であ る。
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図8出 力 結 果
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以上では,は りのたわみが微小 である場合 について考 えてきたが,は りのたわみが大 き くな
るにつれて式(1)は成 り立た な くな り,ま た荷 重点 の水平方 向の変位が大 き くな るので任 意の
点の 曲げモ ー メン トの式も変化す る。 したが って,た わ みが大 きい場合 には前述の プ ログラム
を適用す るこ とはで きない。
片持は りの大 たわみ問題 は,古 くか らF.H.Humme12),W.G.Bickleys',栖原4',H.J.
Barten5),K.E.Bisshopp6),R.Frisch-Fay7'などに よって取 り扱われて いる。 これ らは いずれ
も先端 に集 中荷重を うける一様断面 の片持は りを扱 った もの であるが,結 果 がだ 円積分で表わ
され ているので,実 際の数 値計算を行 な うのはかな り面 倒であ る。 またE.J.ScottS)や青木9)
な どは,同 じ片持は りの大たわみに対す る実用的な展開式を示 してい るが,そ の使用は収束条












に知 るため に,デ ジタル ・シ ミュ レー シ ョ
ンに よって この問題 を解 く方 法を考 えてみ
る。 一
図9に 示す よ うに,集 中荷重 と偶 力を う
け る,η 区間か ら成 る片持は りを考 え る。
もし分布荷 重が作用す る ときは,こ れを い
くつかの等 価な集中荷重 におきかえ るこ と
が必要 であ る。 任意 の区間 元におけ る曲げ
モ ーメン トをMj',曲 げ剛性をE乃 とす
ると,は りのたわみ 曲線の微分方 程式 は,




たわみが微小であ るときは,」Mゴ'は区間の長 さLゴ,Lゴ+、,…Lの 関数 となるが,た わ みが大
き くな ると区間のX方 向の長 さXゴ,Xゴ+、,…Xnの 関数 とな る。 また,固 定端を原 点 と し
てたわみ 曲線 に沿 った座標をSと す る と
・一∫ン・+(dYdX)2・X (6)
式(5)お よび(6)にしたが って,任 意の区間 」におけ るたわ みYお よび長 さSの 値を求
め るため の ブロック線図 を描 くと,図10の ようにな る。 また,こ れをADSL/Xで プ ログラ
ムす ると図11のようになる。ただ し,図11に おけ るYDI,Y1お よびS1は,そ れぞれ 元一1
区間 の最後(S・=L」一、)におけ るYD,Yお よびSの 値 を表わ し,MはM/を 表 わす。 ま
た,は りの全 区間にわ た って この よ うな計算 を行な うため の流れ 図は図3と 同 じよ うになるが,
つ ぎの区 間に移 るための判別はXの 代 りに8で 行 なわ なけれぽ ならない(た とえば,X≧L、?
は ぷ≧L、?とすれば よい)。
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図11の構造文 と,図3と 同様 な
流れ図 に したが って プログラムを
組 めば,任 意 の荷重を うけ る変 断
面 片持は りの大 たわ み曲線が求 ま
りそ うであ る が,実 際 にはX,,
X2,……Xnの 値が 未 知 であ り,
したが って曲げモー メン トの正確
な値が わか らないので,一 回の計
算で正確 なたわ み曲線を得 るこ と



























求め る手順 を示 す と,つ ぎの よ うになる。
(i)XI,=L、,X2=L2,…… として曲げモ ーメン
トを計 算 し,各 区間のたわみYと は りに沿
った長 さSを 計算す る と 同時に,各 区間の
最後(S=Lj,」=1,2,3,…)に お け るX
の値(X,',X,'…)を 記憶 す る。
㈹ ター ミナル ・セ グメン トにおいてX1=X,',
X2=X2',…とお き,元=η を 」=1に もど して再び 同 じプ ログラムでX・ ・Oか ら計算 を
くり返す。
(iii)(ii)の手順を く り返 せば,X,',X,',…はそれ ぞれX,,X,,……に近づ き,正 確 なたわ
み 曲線が求 まる ことになる。
3.2.二つの集 中荷重 を うける段付 き片持は りの×たわみ
片持は りの大 たわ み問題 の実 際例 として,再 び図6に 示 した二つ の集 中荷重を うけ る段 付 き
片持は りを考 える。 こ こで,従 来 の研 究 と同様に,つ ぎの ような無次 元化 された座標 および無
次 元パ ラ メータで考 え ることにす る。
ぷ 一芸 ・y・"-IS・s・ 一三 ・
石 一手 ・ ・一毛F-{ll,・
P=F2L2EI
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図12ADSL/Xに よ る プ ログ ラ ム
M。=-IP{(X20-X。)+F(X1。-X。)}(区 間1:0≦S。 ≦G)
Mo=-P(X2。-X。)(区 間2:G≦S。 ≦1)




式(8),(9)および(10)に基づ き,3.1節の手順に したが って,こ の問題 をADSL/Xに ょ
りプログラムす ると,図12の よ うにな る。図12において,7～32行 目が この場合の構i造文であ
る。
8～16行目の ソー ト・セ クシ ョンでY。 お よびS。 の値 を計算 し,18～23行目の ノー ソー ト・
セ クシ ョンでS。=・Gに なった ときのX。 の値を記憶す る。 また24行目は,積 分終 了値 とは別
にシ ミュレー ミョンの終 了を指定 す るFINISH文 であ る。
1回 目のラ ン(シ ミュレー シ ョン)が 終 了す ると,26～32行目の ター ミナル ・セ グ メン トに
お いて パ ラメータの修正が行なわれ,29行 目のCALLRERUN文 に よって つ ぎの ラ ンが実
行 され る。 この場合 は ランが6回 く り返 されたのち,26行 目のIF文eeよ ってENDJOBと
6-10
デ ジ タ ル ・シ ミ ュ レー シ ョン法 に よ る静 定 は りの 大 た わ み の解 析
なる。
図12の プログラム に よ り計算 され
た,荷 重パ ラメータPと 片 持 は り先
端(B点)に おけるYoお よびXeの
関係を 図示す る と,図13の よ うにな
る。
4.単 純支持は りの微小たわみ
図14に示 す よ うに,n区 間か ら成 る
単純支持は りを考え る。任意 の区間 ブ
におけ る曲げモ ーメ ン トをMj・,曲 げ
剛性をE右 とす ると,は りのたわ み
が小 さい ときのたわみ 曲線 の微分方程
式は式(1)に等 しい。
X=0に おけ る た わ み は 零 である
が,た わみ角dY/dXの 値は まだわ か
っていない。そ こで,ま ず この初期 た
わみ角を求め ることが必要 である。 図
14を参 照す ると,X=0に おいてY=
0,dY/dX=0と して,第2章 で述
べた片持は りの場合 と同 じ手順 に した
が ってB点(X=L)に おけ る相対た
わみ 孔 を 求めれば,初 期たわみ角
はYL/Lに 等 しいこ とが わ か る。 つ
ぎに,X=0に おいてY=0,dY/dX
=YL/Lなる初期条件 の もとに同 じプ
ログラムで計算 を く り返 せば,任 意の




































初 期条件の変更 は1回 のラ ンが終 わ った時 点で,タ ー ミナル ・セ グメ ン トにおいて行 なえば よ
いo
一例 と して,図15に示 す よ うな集中荷重 と偶力を うけ る段付 き単純支持 は りの微小たわ みを
求 めるプロ グラムを作成す る と,図16の ようにな る。 また,こ の プ ログラムによ り得 られ たた
わ み曲線を解析解 と比較す る と,図17の ようになる。 これ か ら,両 者は よく一致 している こと































































は りが大 きく変形するとき,二 つの変形状
態が考えられ る。一つは図18(b)に示すよう
もう一 つは図18(c)に示す よ うに両支 点とも移動 しない場
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合 であ る。(両 支点が ピン止め され てい る
場合は,は りの変形に したが って軸 力が作
用す るので,こ こでは考えない ことにす る)
まず最初 に支点が移動す る場合 の大 たわ
み の求め方を考え ると,そ の手順は つぎの
よ うになる。
(i)X=0に おけ る初期値 をY=o,dY
/dX=Nと す る。X、=L,,X・=L2・…
…Xn=Lと して曲げ モ ーメ ン トを計 .
算 し,N=0と して各区間のたわみY
とは りに沿 った長 さSを 計 算 して行
き,各 区間の最後(S=L」,元=1,2,…
…n)に おけ るXの 値(X1',X2',…
…Xn')を記憶す る。




もど して再び 同 じプ ログラ ムでX=0
か ら計算を く り返す。
(iii)(ii)の手順を くり返せば,x、',x2',
…… はそれぞれX、 ,X2,…… に近ず
き,正 確なたわみ曲線が求 まる。




























(c)大 たわ みの状 態(sbe.i争動亡ず)
図18
力を うける単純支持は りの大たわみを考える。ここで,3.2節の場合 と同様な無次元座標および
・一毛 ・G－ 会 ・P－ 誓T－ 荒(・3)
なる無次元パ ラメータを用い ると,た わみ曲線の微分方程 式お よびは りの軸 に沿 っての長 さを







上述の(i)～(iii)の手順 に したが って この場合のたわみ 曲線を求 めるプ ログラムを作成 す る
と,図12のプ ログラム とほ とん ど同 じにな る。 わずか なちが いは,図12の3行 目のCONST
文 におけ るFを7■ におきかえ ること,4行 目のINCONにNO=0.を 加 える こと,8行 目の
6-13
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積分関数 の初期条件をNOに す ること,14行目のMOを 式(14)にお きかえ ること,15行目のMO
を式(15)におきか え ること お よび28行 目と29行目の間 にryLO=-yO」 お よび 「NO・=NO+
YLO/X20」の二 つの文 を加 える ことだけであ る(も ち論1,G,Pの 数値 は異 な って くる)。
つ ぎに,図18(c)に示 した支点が移動 しない場合を考 える と,支 点が移動す る場合 との ちがい
はB点 がS=Lの 位置では な く,X=Lの 位置 にある ことだけであ る。 したが って,こ の場
合の大たわみを求め るプ ログラムは,支 点が移動す る場合 の プ ログラムか ら 「FINISHSO=
1.」の文を取 り除 くだけで よい。
図15に示 した単純 支持は りで1=0.5,G・・O,3,T=0の場合 につい て,支 点が移動 す る と
き と移動 しない ときのPと 荷重点Cに おけ る大たわみ(Y。)oの関係 を図示す る と,図19の
よ うになる。
6.実 験 結 果
上 述の シ ミュ レーシ ョン結果の正 しさを確 かめ るため に,図20に示 す よ うな実験 装置を用 い
て先端 に集中荷重を うけ る段付 き片持 は りのたわみ 曲線を測定 し,シ ミュ レー シ ョン結果 と比
較 してみた。片持は りはぽね用 リン青銅(PBSP-H)で作 られ て お り,そ のヤ ング率はE=
1.1×106kg/cm2,比重は γ=8.9である。
実験は,固 定端か ら35mm間隔 では りの側面 に印をつけ,509つ つ荷重を加 えて いった とき
のそれ らの点のX,Y座 標を,最 小 目盛0.5mmの 直尺 と治具に よって測定 した。 実験結果
を シ ミュレーシ ョン結果 と比較す ると図21のよ うになる。 シ ミュ レーシ ョンにおい て,各 区間
の は りの自重は その区間の中央に1/2を,その 区間の両端 に1/4を集中 して計算 した。 図21から,



































図20実 験 装 置





















本報 では,連 続 系 シ ミュ レーシ ョン言語を用 いたデジ タル ・シ ミュ レーシ ョン法に よって静
定は りの微小たわみ並 び に大たわみを求め る一般 的手順 を述 べ,い くつかの例題 についてその
プログラム と計算結果を示 した。 これ らの結果か ら,デ ジタル ・シ ミュレーシ ョン法は簡単 に,
しか も正確 に複雑 なは りのたわみを求め るこ とが でき,特 に解析解が得 られ に くい大 たわみ問
題 に対 して有効 な数値解析 の手 段 とな ることがわか った。
終わ りに,数 値計算 はす べて明治大学 計算 センターのFACOM230/38によって行 な った も
のであ り,い ろいろ と便宜 をはか って下 さった計算セ ンターの方 々に深謝す る次第 であ る。
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